6.3 Chernoff-Schranken

6.3.1 Chernoff-Schranken fiir Summen von 0-1-Zufallsvariablen

Die hier betrachtete Art von Schranken ist nach Herman Chernoff (*1923) benannt.
Sie finden in der komplexitatstheoretischen Analyse von Algorithmen eine sehr hiufige
Verwendung.

Satz 64

Seien X1, ..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen mit Pr[X; = 1] = p;
und Pr[X; = 0] =1—p;. Dann gilt fir X :=>"" | X; und p:=E[X]| =", pi,
sowie Jedes d >0, dass

65 Iz
PriX > (14 0)u] < <(1+5)1+5> .
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Beweis:
Fiir t > 0 gilt
PI'[X > (1 + (5),[},] = Pr[etX > et(1+5)l~‘] .

Mit der Markov-Ungleichung folgt

E[etX]
et(l—i—é)u'

PI'[X > (1 + 5),[],] = Pr[etX > et(1+5)ﬂ] <

Wegen der Unabhangigkeit der Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt

E[eX] = E [exp (i tX,)] =E [ﬁ etXi] = ﬁE[etXi].

Weiter ist fir i € {1,...,n}:
Ele'™] = e"'p; + (1 —p;) = €'p; + 1 — pi = 1+ pi(e' — 1),
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Beweis (Forts.):
und damit

Pr{x > (14 o)) < L (LEP(E 2 )

t(14-0)p
< | () exp(pi(e — 1))
- et(1+d)p
_exp(iypilef — 1)) _ el
= ot (10) ot (1+0)

Wir wahlen nun ¢ so, dass f(t) minimiert wird, ndmlich

=1In(1+9).
Damit wird
e(et_l)/" 651"
) = a5, = 146
el(1+d)p (1+5)(+)u
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Beispiel 65
Wir betrachten wieder das Beispiel, dass wir eine faire Miinze n-mal werfen und
abschatzen wollen, mit welcher Wahrscheinlichkeit ,, Kopf*

3(1 +10%)

oder ofter fallt.

n ‘ Chebyshev Chernoff

1000 0,1 0,0889
10000 0,01 0,308 - 10710
in 0,1 an
n
ot (i)
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Satz 66

Seien X1, ..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen mit Pr[X; = 1] = p;
und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gilt fir X := """ | X; und p:=E[X] =" p;,
sowie jedes 0 < § < 1, dass

- u
PriX <(1-90)u| < <(1_5)1_5> .

Beweis:
Analog zum Beweis von Satz 64. O

Bemerkung: Abschitzungen, wie sie in Satz 64 und Satz 66 angegeben sind, nennt
man auch tail bounds, da sie Schranken fiir die tails, also die vom Erwartungswert weit
entfernten Bereiche angeben. Man spricht hierbei vom upper tail (vergleiche Satz 64)
und vom lower tail (vergleiche Satz 66).

Die Chernoff-Schranken hdngen exponentiell von p ab!
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Lemma 67
Firo<é <1 gilt

(1= 0)10 > e 5%/2 ypd (14 05)1H0 > HH0°/3,
Beweis:
Wir betrachten
fx) =1 —-2)In(l —z) und g(z) = —z + S2°.

Esgilt fir0 <z <1:

sowie
f(0) =0=g(0),
also im angegebenen Intervall f(z) > g(x).
Die Herleitung der zweiten Ungleichung erfolgt analog. O
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Korollar 68
Seien X1, ..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen mit Pr[X; = 1] = p;
und Pr[X; = 0] = 1 — p;. Dann gelten folgende Ungleichungen fiir X := """ | X; und

p=EX] =370 pi:
Q Pr[X > (146)u <e 3 firalle0<§<1,
Q Pr[X < (1—06)u] <em/2 firalle0<6<1,

Q Pr[|X — | > 0p) < 2e /3 fiiralle0 <8 <1,

)(1+5)u

Q Pr(X > (1+46)y] < (1—+5 un

@ Pr[X >t <27t fiirt > 2ep.
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Beweis:

1 und 2 folgen direkt aus Satz 64 bzw. 66 und Lemma 67.

Aus 1 und 2 zusammen folgt 3.

Die Abschatzung 4 erhalten wir direkt aus Satz 64, da fiir den Zahler gilt

66 < 6(1+6)‘

5 folgt aus 4, indem man ¢ = (1 + 0)u setzt, t > 2ep:

(7)< () <)
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Beispiel 69

Wir betrachten wieder balls into bins und werfen n Balle unabhingig und gleichverteilt
in n Korbe. Sei

X; := Anzahl der Bille im i-ten Korb

firi=1,...,n, sowie X := maxj<j<n X;.
Fiir die Analyse von X; (i € {1,...,n} beliebig) verwenden wir Aussage 5 von
Korollar 68, mit p1 = ... =p, = % u=1undt=2logn. Es folgt

Pr[X; > 2logn| < 1/n2.
Daraus ergibt sich
1 1
Pr[X > 2logn| = Pr[X; > 2lognV ...V X, >2logn] <n- il

Es gilt also mit Wahrscheinlichkeit > 1 — 1/n, dass X < 2logn ist.
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Literatur:

Torben Hagerup, Christine Riib:
A guided tour of Chernoff bounds
Inf. Process. Lett. 33, pp. 305-308 (1990)
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7. Erzeugende Funktionen

7.1 Einfithrung

Definition 70
Fiir eine Zufallsvariable X mit Wx C Ny ist die (wahrscheinlichkeits-)erzeugende
Funktion definiert durch

Die obige Definition gilt fiir allgemeine s € R, wir werden uns aber auf s € [—1,1]
konzentrieren.

Eine wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion ist also die (gewohnliche) erzeugende
Funktion der Folge (fi)ien, mit fi := Pr[X =1].
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Bei wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen haben wir kein Problem mit der
Konvergenz, da fiir |s| < 1 gilt

Gx(s)] = > _Pr[X =k]-s*
k=0
<Y PrX =k |sF <) PrX =k =1.
k=0 k=0
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Beobachtung:
Sei Y := X 4+t mit t € Ny. Dann gilt

Gy(s) =E[s¥] = E[s* T = E[s' - s¥] = s - E[s*] = s" - Gx(s).

Ebenso lasst sich leicht nachrechnen, dass

oo
G'x(s) =D k-Pr[X =k s*", also
k=1

G’y (0) = Pr[X = 1], sowie
Gg?(O) = Pr[X =] -1, also
G0(0) /it = Pr(X =1].
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Satz 71 (Eindeutigkeit der w.e. Funktion)

Die Dichte und die Verteilung einer Zufallsvariablen X mit Wx C N sind durch ihre
wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion eindeutig bestimmt.

Beweis:
Folgt aus der Eindeutigkeit der Potenzreihendarstellung.
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Bernoulli-Verteilung
Sei X eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable mit Pr[X =0] =1 —p und
Pr[X = 1] = p. Dann gilt

Gx(s)=E[s*]=(1—-p)-s+p-s' =1—p+ps.

Gleichverteilung auf {0,...,n}
Sei X auf {0,...,n} gleichverteilt, d.h. fir 0 < k <nist Pr[X = k] =1/(n+1).
Dann gilt

1, sl -1

s) =E[s¥] = T it DG -1
Gx(s) = E[s¥] kZ:OnH (n+1)(s— 1)
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Binomialverteilung
Fir X ~ Bin(n,p) gilt nach der binomischen Formel

Gx(s) =Els"] = > (Z>pk(1 —p)" T sF = (- ptps)".

Geometrische Verteilung
Sei X eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Dann

gilt

Gx(s) =E[s¥] =) pl—p)r " s
k=1
= k-1 ps
=ps- 1—1p)s =
D (=9 =
DWT 7.1 Einfiihrung
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Poisson-Verteilung
Fiir X ~ Po(\) gilt

Gx(s) = E[SX] — Ze—k_ CgF = e A _ A(s—1)
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Beispiel 72
Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, A\/n), Fir n — oo folgt

Gx(s) = (1 Ay E)n - (1 + M)n L A

n n n

Man kann beweisen, dass aus der Konvergenz der wahrscheinlichkeitserzeugenden
Funktion die Konvergenz der Verteilung folgt.
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7.1.1 Zusammenhang zwischen der w.e. Funktion und den Momenten
Da

gilt
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Beispiel 73
Sei X binomialverteilt mit X ~ Bin(n, p), also

Gx(s)=(1—p+ps)".

Dann gilt
Gx(s)=n-(1—p+ps)" ' -p
und somit
E[X] =G (1) =np.
DWT 7.1 Einfiihrung
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Beispiel 73
Ebenso ergibt sich ‘
EX(X —1)...(X —i+1)] =GP(1),

also etwa

Var[X] = E[X (X —1)] + E[X] — E[X]?
= G% (1) + G (1) — (G (1))*.

Andere Momente von X kann man auf dhnliche Art und Weise berechnen.
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Momenterzeugende Funktionen

Definition 74
Zu einer Zufallsvariablen X ist die momenterzeugende Funktion gemaB

Mx(s) := E[eX]

definiert.
Es gilt

Mx(s) =E[eX] =R

= (Xs) 2 E[XT
;(i!)lzz [i!]’s

=0

und fiir Zufallsvariablen X mit Wx C Nj

Mx(s) = E[e™*] = E[(e*)*] = Gx(e).
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7.2 Summen von Zufallsvariablen

Satz 75 (Erzeugende Funktion einer Summe)

Fiir unabhidngige Zufallsvariablen X1, ..., X,, und die Zufallsvariable
Z=X1+...+ X, gilt

Gz(S) = GXl(S) et GXn(S) .

Ebenso gilt
My(s) = Mx,(s)-...- Mx,(s).

Beweis:
Wegen der Unabhangigkeit von X1,..., X, gilt

Gz(s) = E[3X1+"'+X"] = E[SXI] S IE[SX"] =Gx,(s)-...-Gx,(s).
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Beispiel 76
Seien X1,... Xj mit X; ~ Bin(n;,p) unabhéngige Zufallsvariable und
Z :=X1+ ...+ Xg. Dann gilt
k
. ko
Gz(s) = [~ p+ps)" = (1= p+ps)>imr™
i=1

‘ k
und somit 7 ~ Bin(z n;,p)
i=1

(vgl. Satz 56).
Seien X1, ..., Xk ~ Po()) unabhingige Zufallsvariablen. Dann folgt fiir

Z=X1+...+Xg
k

GZ(S) — Hez\(sfl) — ek)\(sfl)
i=1
und somit Z ~ Po(k\) (vgl. Satz 59).
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7.2.1 Zuféllige Summen

Wir betrachten die Situation, dass Z := X1 + ...+ Xy, wobei N ebenfalls eine
Zufallsvariable ist.

Satz 77

Seien X1, Xa, ... unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit der
wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion G'x (s). N sei ebenfalls eine unabhingige
Zufallsvariable mit der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion G n(s). Dann besitzt
die Zufallsvariable Z := X1 + ...+ Xy die wahrscheinlichkeitserzeugende

Funktion Gz(s) = GN(G)((S))
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Beweis:
Nach Voraussetzung ist W C Ny. Deshalb folgt mit Satz 36

Gz(s) =Y E[s” | N =n]-Pr[N =n
n=0

o9
S B gy =
n=0

= ZE[SXl] - E[s*"] - Pr[N = n]

—ZGX -Pr[N =n]

=E[(Gx( N
= Gn(Gx(s)).
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8. Formelsammlung

8.1 Gesetze zum Rechnen mit Ereignissen

Im Folgenden seien A und B, sowie A1,..., A, Ereignisse. Die Notation AW B steht
fir AU B und zugleich AN B = () (disjunkte Vereinigung). A1 W...W A, = Q bedeutet

also, dass die Ereignisse A1, ..., A, eine Partition der Ergebnismenge Q) bilden.
Pr[0] =0
0<Pr[4] <1

Pr[A] =1 — Pr[4]

AC B = Pr[A] < Pr[B]
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Vi7éj3AiﬂAj:(Z):> Additi
PrUl, 4] =>", Pr[4;] itionssatz

Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B] Inklusion/Exklusion,

allgemeine Form: siehe Satz 9 Siebformel
Boolesche
n J < S .
Pr [Uz:l AZ] — Zz:l Pr[Al] Ungleichung
Pr[A|B] = P;[f[gf] fir Pr[B] > 0 Def. bedingte Ws.
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BCAW..WA, —
Pr[B] = > | Pr[B|A;] - Pr[A]

Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit

Pr[B] >0, BC A W... WA, =

Pr[B|A;]-Pr[A;
PI‘[AZ' ’B] = ?zl[pi[B{Ai]v[Pr][Ai]

Satz von Bayes

PI‘[Al n...N An] = Pl"[Al] . PI‘[A2|A1] .
el PI‘[An|A1 Nn...N An—l]

Multiplikationssatz

A und B unabhingig <—
Pr[AN B] = Pr[A] - Pr[B]

Definition
Unabhangigkeit
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8.2 Erwartungswert und Varianz diskreter Zufallsvariablen

Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Fiir Erwartungswert und Varianz gelten die folgenden
Formeln (sofern E[X] und Var[X] existieren).

E[X] = Y =z -Pr[X=a1]
zeWx
- Z X(w) - Prlw] Erwartungswert
weN

( _ iPr[X > 4], falls Wy C No)
i=1

Var[X] =E[(X — E[X))?]
=D vewy PrX = 2] (z - E[X])? Varianz
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8.3 Gesetze zum Rechnen mit Zufallsvariablen
Seien a, b, a1, ..., an €R, f1,..., fn : R—=R.

X1,...,X, unabhingig <= fir alle (a1,...,a,):
Pr[X; =ay,..., X, = a,]
=Pr[X1 =ai1] ... Pr[X, = a,]

X1,..., X, unabhingig = f1(X1),..., fn(X,) unabhingig

Ela- X +b =a-E[X]+b
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X(w) <Y(w) firallew € @ = Monotonie des
E[X] < E[Y] Erwartungswerts

EIX] =371 E[X|A] - Pr[4)]

Var[X] = E[X?] — E[X]?

Var[a - X +b] = a? - Var[X]
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Ela1 X1+ ... + an X, Linearitit des

=uEX ]+ ...+ a,E[X,] Erwartungswerts
X1,...,X, unabhingig — Multiplikativitat des
E[X;-...- X, =E[X1] ... - E[X,)] Erwartungswerts

X1,...,X, unabhingig =
Var[X,,]

Varianz
einer Summe

DWT
(©Susanne Albers




X>0 =

Pr[X > t] <E[X]/t furt >0 Markov

Pr{|X — E[X][ > ¢]

< Var[X]/t2 firt>0 Chebyshev
Gesetz der

siehe Satz 63 groBen Zahlen
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